Eesti koolinoorte LIV täppisteaduste olümpiaad
MATEMAATIKA KOOLIVOOR
Tallinnas, 4. detsembril 2006. a.

IX klass

Lahendused ja soovitused hindamiseks

1. ülesanne.
 Ruutvõrrandi x2 + px + q = 0 lahenditeks on p ja q. Leida p ja q väärtused.

Vastus. p = 1 ja q = ​–2  või ka p = 0 ja q = 0

I Lahendus.

 Kui ruutvõrrandi x2 + px + q = 0 lahenditeks on p ja q, siis lähtudes Vete`i valemitest saame võrrandisüsteemi  
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Millest p = 1 ja q = ​–2  või ka p = 0 ja q = 0

Kontroll: x2 + x  – 2 = 0 lahenditeks on tõesti 1 ja –2 

ning x2 = 0 lahenditeks 0 ja 0

II lahendus. 

Lähtudes ruutkolmliikme tegurdamise eeskirjast saame (x – p)(x – q) = 0, 

millest x2 –(p+q)x + pq = 0, millest järeldub eeltoodud võrrandisüsteem.

Hindamine

Õige vastuse kirjutamine 






1p

Viide Viete´i valemitele või ruutkolmliikme tegurdamisele 

1p

Võrrandisüsteemi väljakirjutamine




 2p

Võrrandisüsteemist ühe lahendpaari leidmine



 1p

Võrrandisüsteemist teise lahendpaari leidmine



 1p

Kontroll








 1p











----------











   7p

2. ülesanne.  

Tõestada, et avaldise      
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      väärtus on naturaalarv iga paarituarvulise k korral, kui 
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Tõestamiseks, et avaldise      
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      väärtus on naturaalarv iga paarituarvulise k korral, kui 
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, tegurdame murru lugeja. Kasutades rühmitamise võtet ja ruutude vahe valemit saame
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf](

)

(

)

(

)

48

3

1

1

+

+

-

k

k

k

. 

Arvestades k-le seatud tingimusi, on vähimad võimalikud tegurid lugejas 2; 4 ja 6, millede korrutis ongi 48 ning murru väärtus seega 1. Arvu k kõikide teiste lubatud väärtuste korral on lugejas mingid kolm järjestikust paarisarvulist tegurit. Kolme järjestikuse paarisarvu hulgas on  alati üks arvu 3 kordne ja üks arvu 4 kordne. Seega sisalduvad lugeja tegurite hulgas alati nimetaja 48 kõik algtegurid 2; 2; 2; 2 ja 3 ning murru väärtuseks on naturaalarv, sest murru nimetaja taandub alati üheks. Mida oligi tarvis tõestada.

 Hindamine

Lugeja tegurdamine






  1p

Näitamine, et vähimad tegurid nimetajas on 2, 4 ja 6


  1p

Eelnevast õige järeldus, et murru vähim väärtus on 1


  1p

Näitamine, et lugejas on alati kolm järjestikkust paarisarvu

  1p

Eelnevast õige järeldus, et lugejas esinevatest teguritest jaguvad kõik kahega ja lisaks üks kolmega ja üks neljaga.






    1p

Näitamine, et 48 algtegurid on 24 ja 3




    1p

Järeldus, et murd esitab antud tingimustel alati naturaalarvu

    1p

      







--------------------











     7p

Juhul, kui on piirdutud väite kontrollimisega ühel konkreetsel k väärtusel, anda 1 punkt, kui kahel või enamal k väärtusel, siis 2 punkti.

3. ülesanne.

Ruudu ja rombi ümbermõõdud on võrdsed. Rombi diagonaalid suhtuvad nagu 3 : 4. Mitme protsendi võrra on rombi pindala ruudu pindalast väiksem?
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Vastus. Rombi pindala on ruudu pindalast antud tingimustel väiksem 4% võrra. 

Lahendus.

Kui rombi diagonaalid suhtuvad nagu 3 : 4, võime diagonaalideks võtta näiteks 6a ja 8a, ning rombi diagonaalide pooled on 3a ja 4a ning nad moodustavad rombi küljega täisnurkse kolmnurga, mille hüpotenuusiks olev rombi külg on Pythagorase teoreemi põhjal 5a. Kuna rombi ja ruudu ümbermõõdud on võrdsed, siis on ka ruudu külg 5a. Ruudu pindala on siis (5a)2 = 25a2 ja rombi pindala 
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. Seega on rombi pindala ruudu pindalast väiksem 
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Hindamine
Näitamine, et diagonaali pooled ja rombi külg suhtuvad nagu 3:4:5









1p

Eelmise põhjendamiseks viidatud või näidatud Pythagorase teoreemi kasutamist või viidatud nn egiptuse kolmnurgale





1p

Põhjendamine, et ruudu ja rombi küljed on võrdsed



 1p

Rombi pindala leidmine







 1p

Ruudu pindala leidmine







  1p

Pindalade erinevuse leidmine protsentides




  2p











------------------












   7p

Juhul kui ülesanne on lahendatud küll ammendavalt ja õigesti põhjendatult, kuid on lähtutud mingitest konkreetsetest mõõdetest nt diagonaalid 6cm ja 8cm jne, anda 6p

4. ülesanne

Lillevaasi põhjaks on ruut küljega a. Kaks külgtahku on võrdhaarsed trapetsid alustega a ja 1,2a ning kaks külgtahku on ristkülikud. Vaasi sügavus on h. Vaas oli vett täis. Osa veest kallati vaasist üle lühema serva a välja. Selleks kallutati vaasi täpselt seni kuni üks vaasi külgtahk väljus üleni veest. (vt joonist). Seejärel asetati vaas uuesti püsti. Kas vee sügavus pärast seda on 0,5 h, väiksem kui 0,5h või suurem kui 0,5h?
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Vastus. Veetase jääb poolest vaasi sügavust madalamaks st vähem kui 0,5h.

Lahendus.

Vesi moodustab vaasis kallutatud asendi puhul kolmnurkse põhjaga ja püstise asendi puhul trapetsikujulise põhjaga püstprisma, kus prisma kõrguseks on mõlemal juhul a (ja seetõttu võiks piirduda ruumalade võrdlemisel ka üksnes põhjapindalade võrdlemisega). Vaasi kallutamisel on veega kaetud kolmnurga aluseks  a ja kõrguseks h ning seega jääb vett vaasi 
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Kui vaas on uuesti püsti, siis oleks sügavuseni 0,5h vaja vett 
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Kuna   
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, siis jääb veetase madalamaks kui 0,5h.

Hindamine

Märkamine, et kaldu vaasi puhul moodustab vesi kolmnurkse põhjaga püstprisma 
   1p

Märkamine, et püstise vaasi puhul moodustab vesi trapetsikujulise põhjaga püstprisma 1p

Nimetatud kolmnurga pindala leidmine





     
    1p

Nimetatud trapetsi pindala leidmine






    2p

Ruumalade (või põhjendatult püstprismade põhjapindalade) võrdlemine

     1p

Õige lõppjäreldus









     1p












----------------













     7p

Üksnes õige otsustuse puhul ilma matemaatilise põhjenduseta anda vaid 1 punkt

5. [image: image14.png]Jiviy



ülesanne

On teada, et 242 pealtnäha ühesuguse mündi hulgas on üks valemünt, mis kaalub õigest mündist vähem. Kuidas leida valemünt kausskaalude abil kaaluvihte kasutamata 5 kaalumisega?

Lahendus.

Esimeseks kaalumiseks jaotame mündid kolmeks hulgaks: 242 = 81 + 81 + 80 ning pannes kaalukaussidele 81 ja 81 münti, saame teada milline kolmest hulgast on kergem, st sisaldab valeraha.

Teiseks kaalumiseks jaotame valeraha sisaldavad mündid kolmeks 81 = 27 + 27 + 27 või 80 = 27 + 27 + 26 ning pannes kaalukaussidele 27 ja 27 münti, saame teada millises kolmest hulgast asub valeraha.

Kolmandaks kaalumiseks jaotame valeraha sisaldavad mündid kolmeks 27 = 9 + 9 + 9 või 26 = 9 + 9 + 8 ning pannes kaalukaussidele 9 ja 9 münti, saame teada millises kolmest hulgast asub valeraha.

Neljandaks kaalumiseks jaotame valeraha sisaldavad mündid kolmeks 9 = 3 + 3 + 3 või 8 = 3 + 3 + 2 ning pannes kaalukaussidele 3 ja 3 münti, saame teada millises kolmest hulgast asub valeraha.

Viiendaks kaalumiseks paneme valeraha sisaldavast 3-sest või 2-sest hulgast kummalegi kaalukausile 1 mündi ja saamegi teada, milline münt on kergem ehk valeraha.

Hindamine

Õige strateegia valik, st vaadeldavate müntide jaotamine kolmeks hulgaks ning neist ainult kahe hulga kaalumisega võltsraha asukohast informatsiooni saamine

2p

Iga õige ja selgitatud kaalumine
a`1p






5p












---------------













  7p

Võltsraha selgitamine õigesti põhjendatud kuid ebaõnnestunult grupeeritud kaalumistega kasutades seetõttu 6 või enama kaalumist anda ainult 1 punkt.
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